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1 MNOZINY

1.1 CISELNE MNOZINY

Mnozina piirozenych ¢isel N = {123n} Ny = {012n}
Mnozina celych ¢isel Z ={..,-2,-1,0,1,2,...}

v 4

Mnozina raciondlnich ¢isel Q je rozsifenim mnozZiny celych ¢isel o vSechna necela racionalni

éisla tvaru 2L, kde p.p>» (p, #0) jsounesoudélna cela &isla.
P>

Mnozina realnych &isel R = (—o0,00). Nékdy namisto « pouzivAme +o a tento symbol se

nazyva ,,plus nekonecno®.
Mnozina iracionalnich ¢isel R—Q. Jsou to ¢isla, kterd jsou redlnd, ale nejsou raciondlni.

Napiiklad Ludolfovo &islo 7, 2, /3.

Terminy raciondlni a iracionalni ¢isla vznikly z latinského slova ratio, tj. rozum. Proto
racionalni ¢isla jsou Cisla ,,rozumnd* a iracionalni ¢isla jsou ¢isla ,,nerozumna*. Nerozumného
vSak na nich nic neni!

Kviili zjednoduSeni se v tomto textu vyuziva také bézna souctova a sou¢inova symbolika nebo
téz sumacni a multiplikaéni symbolika.

Pro zapis souctu vice sCitancii nebo soucinu vice Ciniteli se pouziva symbolika, kterd
podstatné zjednodusuje vyjadiovani.
Necht ne N, a,a,,a;,...,a, € R. Potom zna¢ime symbolem

n

a. Y. a; soulet a,+a,+a;+..+a,,
i=1
n

b. Ila; sou¢in q.a,.q,..a,.

i=1
Index i se nazyva souctovy (resp. soucinovy) index, ¢islo 1 se nazyva dolni mez a Cislo
n horni mez tohoto souctu (resp. soucinu).

Priklad 1.
ZapiSte pomoci sumacni symboliky aritmeticky prameér ¢isel q,,a,,4q;,...,a,, .

Reseni.
_  a tayt..ta 1 &
Zai

Aritmeticky primér @ = ——————" = —
n ni=1

Priklad 2.

3 _
Vypodtéte: a. ».2', b. 1_13(2i+4).

i=—1



Reseni.
3 ] -1 0 1 2 3 31
a. ».2'=2"+2"+2'+2°+2 =

i=—1

n=>5

b. 1_13(2i+4)=10.12.14=1680.

1.2 OPERACE S MNOZINAMI

Zakladnim vztahem mezi prvkem a mnozinou je vztah ,,byti prvkem mnoZiny* zna¢ime jej
symbolem a € A. Symbolem a ¢ 4 oznacujeme skuteCnost, ze prvek x nepatii do mnoziny A4.

Mnozinou rozumime souhrn libovolnych objekti, které jsou vzijemné rozlisitelné. Objekty
tvofici mnoZinu se nazyvaji prvky (elementy) mnoZiny. Zakladni vlastnosti mnoZiny je
jednozna¢né ureni mnoziny jejimi prvky. O kazdém objektu (abstraktnim nebo redlném)
muizeme jednoznacné rozhodnout, zda do dané mnoziny patii nebo nepatii. MnoZiny
oznacujeme velkymi pismeny, prvky malymi pismeny. Pro zadani mnoZzin pouzivame slozené
zavorky.

Zadani mnoZin
a. vyctem (vyjmenovanim) prvkli mnoZiny, napf. {a,b,c} ,
b. uvedenim charakteristické vlastnosti, spole¢né viem prvkiim mnoziny. Zadny jiny prvek
(nepattici do mnoziny) tuto vlastnost nema, napf. {x eR-3<x< 10}.

Podle poc¢tu prvkii délime mnoziny na konecné, nekoneéné a mnozinu prazdnou. Prazdna
mnoZina neobsahuje Zadny prvek. V teorii mnoZin ma obdobny vyznam jako nula v teorii
Cisel.

Zikladni vztahy mezi mnozinami jsou vztahy:
a. rovnosti: A=B & (xe€eAd < xe€B),

b. inkluze (byt podmnozinou): AcB < (xe€ 4 = x € B).
Operace s mnozZinami:
a. sjednoceni mnozin 4, B: AUB= {x; xeAd v xe B},
b. prinik mnozin 4, B: AN B= {x; xeAd A Xxe B},
¢. rozdil mnozin 4, B: A—-B= {x; xed A Xx eB},
d. dopln€k mnoziny A4 v zékladni mnozin¢ Z: A= {x; xXeZ A x¢ A} ,
e. kartézsky soucin mnozin 4, B: AxB={x,y);xeAd A yeB}.
Piiklad 3.

Urdete pomoci intervaldl prvky mnoZzin A,B,C,D, AnC,B,C-B, D, AUB,
6+

>7}, Bz{xeR; Sl},
2

C:{xeR;x2+2x—8SO}, D:{xeR;x2+x+l>O}.

x=2[<4 A

kde 4= {x eR;

x+2



Reseni.
MnoZina A4: |x—2|£4 A 6+§ > 7
1
—[12+x]>7
2
12+x|>14
xe(-2,6) x e (-0,-26)U(2,0)
A=(=2,6)n[(~0-26)U(2,0)]=(2,6).
MnoZina B: T < o 1<% <
x+2 x+2
1= A <
x+2 x+2
0< 2x+2 . -2 <0
x+2 x+2
B= [(— 00,~2) U (- l,oo)]m (-2,00)=(~1,).
Mnozina C: X’ +2x-8<0
(x+4)x-2)<0
Resenim kvadratické nerovnice je x € (—4,2), tedy C =(—4.2).
Mnozina D: X +x+1>0
Protoze diskriminant je zaporny (D = —3) jsou feSenim nerovnice v oboru
realnych cisel bud’ vSechna redlna c¢isla, nebo mnozina prazdna. V nasem
piipadé je D = R.
ANC=(26)n(-42) =2,
B=R-B-= (—oo,oo)—(—l,oo): (—oo,—l),
C- B=(-42)—(-10)=(-4-1),
AUB =(26)U(~10)=(-10).
Piiklad 4.

Graficky znazornéme mnoziny A B CDEFG, A , kde
A= {(x,y) eR: X+’ < 9},
x,y)e R*; x* > y},
={(x, )eRz;x<0 A y>—1},
)e R*; |x| <2 A |y| > 1},
, )e R2;x+2yﬁ2},
)
)

Il
—

eRz;x:yz},
eER x>y A yZO}.



Reseni.

Mnozina 4 je kruh se stiedem S = [0,0] a polomérem r = 3, bez sv¢ hranice.

Mnozina B je vné¢j$i oblast paraboly, kterda méa vrchol v bod¢ V = [0,0] a vétve paraboly jsou
smérem nahoru.

Mnozina C je prinikem poloroviny x < 0 (hranici je osa y, kterd do mnoZziny C nepatii)
a poloroviny y > -1 (hranici je pfimka y = —1, ktera do mnozZiny C nepatii).

Mnozina D je prinikem dvou oblasti: 1) vnéj$i oblasti pasu, ktery je omezen piimkami
y=1 y=-1 které do mnoziny D nepatii, 2) vnitini oblasti pasu, ktery je omezen
pfimkami x =2, x=-2, které do mnoziny D patii.

Mnozina E je plocha ,,pod p¥imkou*, kterd prochazi body [0,1] [2,0] P¥imka do mnoziny E
patii.

Mnozina F je parabola, kterda ma vrchol v bodé¢ V = [0,0]a vétve paraboly jsou smérem
doprava.

Mnozina G je prianikem dvou polorovin: 1) dolni polorovina, kterd je omezena piimkou
y = x, pfiCemz pifimka do mnoziny G nepatii, 2) horni polorovina, kterd je omezena piimkou
¥ = 0,(osa x), ktera do mnoziny G patfi.

Mnozina A4 je doplitkem mnoZiny A, tj. vn&jsi oblast kruznice se stiedem S = [0,0] a polomérem
r =13, vCetn€ hranice kruznice.



2 ALGEBRAICKE VYRAZY

Algebraicky vyraz je zapis, ktery je slozen z cCisel a pismen vyjadiujicich jednotlivé
proménné (neznamé). Cisla a pismena jsou spojovana znaky operaci séitani, odéitani,
nasobeni, d€leni, umocnovani ¢i odmocinovani. Algebraicky vyraz mize déle obsahovat
zévorky, které stanovuji potadi jednotlivych pocetnich operaci.

vr , . v x+5

Piikladem vyrazu je napt. (a + 1)2, — JxX+y+7, atd.

S upravami algebraickych vyrazl souvisi nutnost stanoveni defini¢niho oboru proménnych, tj.
vymezeni, kdy ma dany vyraz smysl. Nejcastéji se budeme setkavat s urCenim podminek
feSitelnosti pro lomené vyrazy, kdy jmenovatel zlomku nesmi nabyvat nulové hodnoty.
Uprava algebraického vyrazu predstavuje nahrazeni vyrazu vyrazem jinym, ktery se mu rovna
v defini¢nich oborech proménnych. Zjednoduseni algebraického vyrazu je situace, kdy novy
vyraz obsahuje mensi pocet Clend, promeénnych, atd.

2.1 OPERACE S JEDNOCLENY A MNOHOCLENY

Pod pojmem jednoclen chapeme vyraz, ktery obsahuje pouze operace ndsobeni a umocinovani.
Jedna se tedy o soucin urcitého ¢isla (koeficientu) a mocnin jedné popft. vice proménnych
s pfirozenymi mocniteli.

Mnohoclen neboli polynom je potom soucet konecného poctu jednoclentt (Clend
mnohoclenu). Stupeit mnohoclenu je dan nejvysSim exponentem proménné. Mnohoclen, ktery
obsahuje pouze exponent a®, je mnoho¢len nultého stupné. Mnoho¢leny jsou si rovny, jestlize
maji vSechny €leny shodné. Hodnotu mnohoclenu ziskame tak, ze za proménnou dosadime
konkrétni realné ¢islo.

Pro vSechna Cisla a, b, ¢ z mnoziny vSech realnych cCisel R plati:

a+0=04+a=a neutralnost
a-l=1-a=a

a+b=b+a komutativnost
a-b=b-a
(a+b)+c=a+(b+c) asociativnost

(a-b)-c=a-(b-c)

a-(b+c)=ab+ac distributivnost

Pti souctu ¢i rozdilu mnohoclent slu¢ujeme odpovidajici si ¢leny, pfi ndsobeni nasobime
kazdy ¢len s kazdym.



Priklad 1.

Sectéte jednocleny:

2 1 1
—1§ab3 + 2a3b — 4Ea2b —ab® — Eazb —a3b
Reseni.

2 1 1
—1§ab3 +2a3b —4§a2b —ab3 —Eazb —a’h =

2 1 1 2
- (—1§ab3 _ ab3) +(2a3b — a3b) + (—4§a2b _ Eazb) == -2 ab® + a®h — 5%

Piiklad 2.

Seététe mnohoéleny:

{[Qa+b)— QRa-b)]+ @a+1) —Qa-3)}—[5-(3a+2)]
Reseni.
{[RQa+b)—Ra—-b)]+MAa+1)—(R2a—-3)}—-[5—Ba+2)]=

=2a+b—2a+b+4a+1—-—2a+3—-5+3a+2=5a+2b+1

Priklad 3.
Vynasobte a upravte:
2a(10a — 3b) — 5{b(5a + 3b) — [3b? — a(4a — 6b)]}
Reseni.
2a(10a — 3b) — 5{b(5a + 3b) — [3b? — a(4a — 6b)]} =
= 20a? — 6ab — 5{5ab + 3b% — [3b? — 4a? + 6ab]} =
= 20a? — 6ab — 5{5ab + 3b? — 3b? + 4a?* — 6ab} =
= 20a® — 6ab — 5{4a? — ab} = 20a? — 6ab — 20a?® + 5ab = —ab
Déleni mnohoélenu probiha nasledujicim zptisobem. Clen nejvyssiho stupné délence se déli
Clenem nejvyssiho stupné delitele. Timto postupem ziskdme prvni ¢len netplného podilu,

kterym zpétné¢ vynasobime délitele. Vznikly vysledek odecteme od délence, jehoz stupen se
provedenou upravou snizi. Déle postupujeme stejnym zptisobem.



Priklad 4.

Vydélte:
a) (x2+5x+4):(x+1)
b) (10x3 +7x?> —x—1):2x + 1)

ReSeni.

a)
(x2+5x+4):(x+1)=x+4
—(x% +x)

4x + 4
—(4x +4)
0

podminka: x # —1
b)

(10x3 4+ 7x?>—x—1):2x+1) =5x>+x—1
—(10x3 + 5x2

2x2 —x—1
—(2x% + x)
—2x—1
(=2x—1)

podminka: x # —%

Rozklad mnohoélenu na sou€in je mozny pomoci vytykdni spolecného Cinitele pied
zavorku, vyuZiti rozkladu dle vzorcli pro mnohocleny nebo pomoci rozkladu kvadratického
troj¢lenu. Cilem je uprava pivodniho mnoho€lenu na sou€in né€kolika jednodussich
mnohocleni.

Pti upravach algebraickych vyrazl se budete setkdvat s nasledujicimi vzorci:
(a + b)? = a? + 2ab + b?

(a — b)? = a® — 2ab + b?

a’ —b?>=(a—b)(a+b)

(a+ b)® = a® +3a®b + 3ab? + b3

(a — b)® = a® —3a®b + 3ab? — b3

a®+ b3 = (a+ b)(a? — ab + b?)

a® — b3 = (a—b)(a? + ab + b?)

Vyrazy a?+ b?, a®? 4+ ab + b?, a? —ab + b?> jsou vyrazy voboru realnych ¢isel
nerozlozitelné.



Piiklad 5.
Upravte:
a) (x —2)?
b))  (x+2)3
c) x3+8
d) x3—27
e) 25x2 — 64y?
ReSeni.
a) (x—2)2=x?>—-4x+4
b) (x+2)P3=x3+6x2+12x+8
c) x3+8=(x+2)(x>-2x+4)
d) x3-27=(x-3)(x>+3x+9)
e) 25x? — 64y? = (5x — 8y)(5x + 8y)

Rozklad kvadratického trojclenu
Pod pojmem kvadraticky trojélen rozumime vyraz ax? + bx + c. Setkavat se budete rovnéz
s pojmem normovany kvadraticky trojélen ve tvaru x? + px + q.

Kvadraticky trojClen lze rozlozit na soucin linearnich dvojclenti v mnoziné vSech realnych
¢isel R za podminky, Ze diskriminant neboli vyraz b* — 4ac > 0 resp. p? — 4q > 0. Kofeny
kvadratického trojclenu se oznacuji x; a x, a plati, ze:

ax?+bx+c=alx—x)(x—x,)

x2+px+q=(x—x)(x—x;)

X1+ X, =—p
X1°X2=4q
Piiklad 6.
Upravte na soucin:
a) x2—8x+15
b) x?—3x—28
c) x?—4x+3
d) x?+4x +3
e) x?—4x —12
f) x? —8x + 12
) x? +4x — 12
ReSeni.
a) x2—8x+15=(x—3)(x —5)
X1 +x, =28 x; =3

xl'szls x2=5
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b) x> —=3x—-28=(x—=7)(x +4)
X1 +x,=3 x, =7

X1 X, = —28 X, = —4

c) x> —4x+3=(x-1(x-23)
d) x2+4x+3=(x+1D(x+3)
e) x2—4x—-12=(x—6)(x +2)
f) x2—8x+12=(x—6)(x —2)
g) x2+4x—12=(x+6)(x — 2)

2.2 LOMENE VYRAZY

Lomené vyrazy jsou vyrazy ve tvaru podilu dvou vyrazi, tj. podil %, kde b # 0.

Vyraz a se nazyva €itatel zlomku a vyraz b jmenovatel zlomku. U lomenych vyrazl je nutné
stanovit definiéni obor proménné. Podminkou je, Ze jmenovatel lomeného vyrazu nesmi
nabyvat nulové hodnoty.

Pocetni operace s lomenymi vyrazy
Pro vSechna cisla a,b,c,d z mnoziny vSech realnych ¢isel R, kde b # 0,d # 0 plati:

e a, ¢ _ adtch
S¢itani a od¢itani lomenych vyrazi: -+-=
b d bd
r I4 4 7 O a c aC
Nésobeni lomenych vyrazi: -t = —
b bd
a
ot s . a.c b ad
D¢leni a uprava slozeného zlomku: —IT =T =
b d vl bc

Casto bude vyhodné vyuzit pred operacemi s¢itani, od¢itani, nasobeni a déleni tzv. kraceni
ak a
zlomku v podobé — = —, kde k # 0.
P bk b’
Piiklad 7.

Upravte algebraické vyrazy a stanovte podminky feSitelnosti:

x3+xt+x+1

a) x*—1
2x—1 2x 1
b) — —
2x 2x —1 2x — 4x?
2a+Db 1+ 1
) a’+ab a a+b



ReSeni.

a)

A +x+1l P+ D+E+1D) e+ D+ x+1 1
x*—1 T2 =12 +1)  (x2-Dx24+1) (x+DHx-1) x-1

podminka: x # +1

b)
2x —1 2x 1 _2x—1 2x 1

2x  2x—1 2x—4x2  2x  2x—1 2x-(1-2x)

C@x-1DCRx-1)—-2x-2x+1 4x*—dx+1-4x*+1  —4x+2
B 2x - (2x — 1) B 2x-(2x — 1) S 2x-(2x—1)

—2-(2x-1) _ 2 1

=2x-(2x—1)__ﬂ_ X

1
podminky: x # 0,x # 5

11

c)
2a+b 1 1 2a+b 1+ 1 2a+b—-a—-b+a  2a 2
a?+ab a a+b a(a+b) a a+b a(a+b) “a(a+b) a+b

podminky: a # 0,a # —b

SloZeny zlomek

SloZzeny zlomek pfedstavuje podil dvou jednoduchych zlomki. SloZeny zlomek délime,
jestlize nasobime jeho ptevracenou hodnotu. V nékterych ptipadech bude nutné nejdiive
slozeny zlomek upravit, tj. rozSifit a stanovit nejmensSi spolecny jmenovatel v Citateli
a jmenovateli slozené¢ho zlomku (tj. ve jmenovatelich jednoduchych zlomki). Stejné jako

u jednoduchého zlomku nesmime ov§em zapomenout na vymezeni podminek feSitelnosti.

Priklad 8.
Upravte sloZené zlomky a stanovte podminky fesitelnosti.
x+1 X, Y
X+ X
) ——2 by 2
1+ 6x — 2 x_Y
4 y x
Reseni.
a)
x+x+1 2x+x+1 3x+1
) _ 2 _ 2 _4(3x+1)_4(4x+1)_
6x—2 4+6x—2 6x+2 2(6x+2) 4(Bx+1)
1+=Z 7} 7}

1
podminka: X # — 3
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o
~

x? 4 y?
xy _xy(x*+y?)  x*+y?
x2 — y?2 - xy(x2 —y?) T x2 — y2
Xy

+

RIRIRIR
I

RUR[RIR

podminky: x # 0,y # 0,x # £y

2.3 MOCNINY A ODMOCNINY

Mocniny

Vyraz a"™ znamena, Ze se jednd o opakovani nasobeni téhoz Cinitele a n-krat.
Vyraz a nazyvame zaklad mocniny (mocnénec) a » mocnitel (exponent). Pro vSechna
pfipustna realna Cisla a,b,m,n plati nasledujici vztahy:

am - q" = gmtn
a™a*=am"""a+0
(am)n — amn

(ab)™ =a™-b™
am a™

(E) = b—m, b+0
1

an = %

o = Yo

a’® =1

Piiklad 9.

Upravte vyraz a stanovte podminky feSitelnosti:
1 1
171772 173
][]
Reseni.

[(ai] - [ab] = @) (@b = (3573 - (ab2) = abd - b =

podminky: a > 0,b > 0
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Odmocniny

Pro kazdé cislo n z mnoziny vSech pfirozenych c¢isel N nazyvame n-tou odmocninou
z nezaporného Cisla a takové nezaporné Cislo b, pro néz plati b™ = a.

Z definice vyplyva, ze b = Va. Cislo n oznatujeme vyrazem odmocnitel (exponent
odmocniny) a ¢islo a jako odmocnénec (zaklad odmocniny).

Proa>0,b = 0;m,n € N plati:
Ya- Vb = Vab

nﬁzng;b;tO
Vb b

Na = "o

Priklad 10.

Upravte vyrazy:

a) V3-V27 b ° /%
ReSeni.

Y3 Y27 =327 =8I = 37 =3

(125 3125 V5% 5

27 Vz7 V3 3

Odmocniny mizeme pievést rovnéZ na mocniny. K pfevodu na mocniny vyuZijeme vztahu

m
n el . v v roe w v . . W .
va™ = an. Jinou metodou feseni je pfevod vSech odmocnin na jednu spole¢nou odmocninu.

Priklad 11.

Upravte vyrazy a stanovte podminky feSitelnosti:

a) Va20
b) Va2 [y xy?- Vx5
¢)Va® - Va7 - Val®-Va*

d) Javava
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Reseni.
a) Va20 = Val* - ab = \[(a?)” - Vab = a? - Va®

podminka: a = 0

b) i/_z \/_ ”xyz i/_s — 1i/x8 .y6.x3y6 10 = 1i/x21y12 = 12[12. 49 .y12 —
= xy ' Vx? = xyx3

podminka: x > 0,y >0

c) Yas - Va7 - 1‘{/a13 . i/a“* — 1‘{/a15 Cql4 . q13 . g24 = §/q18 = ¢
podminka: a > 0

1 11 111 1 1 1 1
d) aw/a\/a =Qqz-azz-qz222=qQz-q*- Qs = az

podminka: a = 0

1.1 44241 7 g
tits=q 8 =qa8 = Va’

Usmérnovani lomenych vyrazi

Usmérnovani lomenych vyrazi znamend, ze se snazime ze jmenovatele zlomku odstranit
vyraz obsahujici odmocninu. Za timto Gcelem je nutné zlomek rozsifit na pocetni vyraz, ktery
je mu roven, ale jiz neobsahuje odmocninu. V pfipadé, ze se jedna o samotnou odmocninu, je
nutné rozsitit vyraz toutéz odmocninou. V piipad¢ souctu (rozdilu) obsahujiciho odmocninu
popi. odmocniny rozsifujeme souctem (rozdilem) téhoz vyrazu dle vztahu

(a—b)(a+b) = a? — b2

Priklad 12.

Usmérnéte lomené vyrazy:

1 1 V5+v3_V5+V3 _V5+43
V5—v3 V5-v3 V5+v3 5-3 2

1 1 V5+2 V5+2 V5+2
V5—2 V5-2 5+2 5-4 1

b)

=5+ 2

©)
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2.4 ABSOLUTNi HODNOTA

Absolutni hodnota realného ¢isla a se oznacuje vyrazem |a| a znamena, ze |a| =a proa>0
alal =—a proa<O0.

Absolutni hodnota nechdvéa nezaporna ¢isla beze zmény a zéporna ¢isla nasobi (—1) . Plati, ze
la] >0 . Hodnota ¢isla a je tedy pti dosazovani kladnych i zapornych cisel stale nezaporné
¢islo. Absolutni hodnota nuly se rovna nule.

Absolutni hodnota je z grafického hlediska vzdalenost ¢isla a od 0, tj. od pocatku.

Priklad 13.

Vypoctéte absolutni hodnotu realnych cisel:
a) |3 b) [-3| ) =3+ 5] — -2 + |-1]

Reseni.

a) 3] =3

b)|-3| =3

o) |-3|+I5|—|-2|+|-1]|=3+5-2+1=7
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3 ROVNICE A NEROVNICE

Pod pojmem rovnice rozumime zapis rovnosti dvou vyrazi. Znamena to tedy, Ze se leva
strana rovnice rovna pravé stran€ rovnice, tj. L(x) = P(x), kde x je proménna.

Rovnice teSime na oboru proménné, coz je nektery z Ciselnych obort (R, N, Z, atd.).
Neznamou (proménnou) oznacujeme pismeny, nejcastéji pismenem x. Jestlize budeme fesit
rovnici v oboru (mnozin¢) redlnych ¢isel R, tak plati zapis x € R.

Kofen rovnice (feSeni rovnice) je hodnota proménné, tj. ¢islo, pro které plati, Ze po dosazeni
do rovnice vytvoii rovnost. Leva strana rovnice se bude rovnat pravé stran¢ rovnice. Mnozinu
vSech kofenl (feSeni) rovnice nazyvame K a je vZdy podmnoZinou oboru proménné. Pfi
feSeni rovnic se pouzivaji ekvivalentni Upravy. Jednd se o Upravy rovnic, pii kterych se
mnozina kofenii K neméni.

Ekvivalentni upravy:

- vz4jemna vymena stran rovnice,

- nahrazeni vybrané strany rovnice vyrazem, ktery je ji v celém definicnim oboru feSeni
rovnice roven,

- pficteni téhoz vyrazu nebo realného ¢isla k obéma strandm rovnice,

- vynasobeni obou stran rovnice tymz redlnym c¢islem riiznym od nuly popf. tymz vyrazem,
ktery je definovan v celém oboru feSeni rovnice.

Ekvivalentni Gpravy neméni mnozinu feSeni rovnice. Pfi feSeni iraciondlnich rovnic, kdy se
proménna x nachazi pod odmocninou, je nezbytné pouzit neekvivalentni upravy a ob¢ strany
rovnice umocnit. Umociiovani a odmociiovani nefadime mezi ekvivalentni Upravy. Zkouska
je nezbytnou soucasti feSeni, jestlize v pribéhu feSeni rovnice byly pouzity neekvivalentni
upravy. V piipad¢, Ze pfi feSeni byly pouzity pouze ekvivalentni ipravy, zkouska neni nutna.
Zkousku je ovsem mozné provést, a to z divodu kontroly numerické spravnosti vysledku.

Existuje nckolik druht rovnic — linedrni, kvadratické, exponencialni, logaritmické Cci
goniometrické rovnice. Pro ucely naseho studia se budeme zabyvat rovnicemi linedrnimi
a kvadratickymi.

3.1 LINEARNI ROVNICE

Linearni rovnici o jedné neznamé x nazyvame kazdou rovnici ax + b =0, pro a,b €R,
a+ 0.

V pftipad¢, Zze se neznama nachézi ve jmenovateli, je nezbytné stanovit podminky fesitelnosti
rovnice. ReSenim rovnice v mnoziné R miize byt jedno &islo, nekoneéné mnoho Feseni popt.
rovnice nemusi mit feSeni zadné:

ey, N . b
a+0 jedinym feSenim (kofenem) je x = — -
=0,b=20 rovnice ma nekone¢n€ mnoho feseni, tj. mnozina R
a=0,b+0 rovnice nema feSeni




Piiklad 1.
V mnoziné R feSte rovnici:

17 — x+ 2x_ 7x -5 6x
3 10 5 30

Reseni.

17

Ob¢ strany rovnice vynasobime nejmenSim spolenym jmenovatelem (30), abychom

odstranili zlomky. Rovnice mé po ekvivalentni upravé nésledujici tvar:

17 — x+ 2x_ 7x -5 6x
3 10 5 30

10(17-x) + 3 2x = 6(7x-5) - 6x
170 - 10x + 6x = 42x - 30- 6x

170 - 4x = 36x - 30
40x = 200
x =5

Rovnice ma jeden kofen K = {5}.

Priklad 2.

V mnoziné R feste rovnici:

x+1 2 6

+ E [ p——
x—1 x+2 x2+x—2

Reseni.

Hodnota ve jmenovateli nesmi byt rovna 0, proto je nutno vymezit podminky

x # —2;x # 1. Vyraz upravime a ob¢ strany rovnice vynasobime spole¢nym jmenovatelem

(x—1D(x+2).

x+Dx+2)+2x-D-(x-D(x+2) =6
x2+3x +2+2x-2-(x*+x-2) =6

4x = 4
x =1

Vzhledem ke skutecnosti, ze dle podminek se x # 1, nemd dané rovnice feSeni, tj. kofenem

rovnice je prazdnd mnozina K = @

3.2 SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

Soustava rovnic je situace, kdy hleddme vice nezndmych (proménnych), které vyhovuji vSem

rovnicim soucasné.
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Soustava dvou linedrnich rovnic o dvou neznamych x, y ma nasledujici tvar:
a;x + byy = ¢
ax + by = ¢,

Resenim soustavy dvou linedrnich rovnic o dvou nezndmych je uspotadana dvojice [x,y].
Resenim soustavy tii linearnich rovnic o tiech neznamych je usporadana trojice [x, y, z].

Metody FeSeni soustav linearnich rovnic:

1. metoda dosazovaci — z vybrané rovnice se vyjadii jedna neznama pomoci druhé neznamé
a dosadi se do rovnice druhé. Po nasledném vyteSeni jedné z proménnych dojde ke zpétnému
dosazeni vypoctené proménné do prvni rovnice a ur¢eni chybéjici neznamé.

2. metoda scitaci — jedna popt. ob¢€ rovnice soustavy se vynasobi vhodnym cislem tak, aby se
po secteni rovnic jedna z proménnych vyloucila. Po vypocteni jedné neznadmé Ize tuto metodu
Jiz zkombinovat s metodou dosazovaci, tj. vypoctenou neznamou dosadit do libovolné rovnice
a dopocist chybéjici proménnou.

3. metoda srovnavaci — z kazdé rovnice se vyjadii jedna proménnd a ziskané vyrazy se polozi
do rovnosti. Vypoctenou neznamou pak dosadime do libovolné rovnice a dopocitime

chybéjici proménnou.

4. metoda maticova — do maticového schématu doplnime cCiselné koeficienty jednotlivych
proménnych a postupujeme pomoci Uprav na trojihelnikovy tvar.

5. metoda grafickd — na zéklad¢ grafického znazornéni soustavy rovnic hledame feSeni (napf.
v ptipad¢ soustavy linedrnich rovnic se jedna o prasecik piimek).

Priklad 3.

Reste v R soustavu rovnic:  2x + 3y = 13

3x-y =3

Reseni.

2x +3y = 13 feSime metodou dosazovaci

3x- y =3 >y =3x — 3
2x +3(3x-3) = 13 y =3x —3
2x + 9x-9 = 13 y=32-3
11x = 22 y=6-—3
x = 2 y =3

Resenim soustavy rovnic je uspotrddana dvojice [2; 3].
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Priklad 4.
Reste v R soustavu rovnic:  2x + 3y = 14

5x-2y =-3
Reseni.
2x + 3y = 14
S5x - 2y =-3
Resime metodou séitaci.
2x + 3y = 14 /.(-5) 2x + 3y =14 /.2
5x-2y = -3/.2 5x-2y =-3/.3
-10x - 15y = =70 4x + 6y = 28
10x - 4y =-6 15x - 6y =-9
-19y =-76 19x = 19
y = 4 x =1

Resenim soustavy rovnic je uspoiadana dvojice [1; 4].
Piiklad 5.

Reste v R? soustavu rovnic: 3x - 2y =- 1

5x + 3y = 30

Reseni.
Resime metodou srovnavaci, tj. z kazdé rovnice vyjadiime proménnou x:

2y —1
3x-2y =-1>x = 3
30 -3y
5 + 3y = 30 > x = z
2y—1 30-—3y
= 15
3 5 /
2y-1
5(2y - 1) = 3(30 — 3y) x =yT
2:5-1
10y-5 = 90- 9y x =
19y = 95 x =3
y =5

Resenim soustavy rovnic je uspoiadana dvojice [3; 5].
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3.3 LINEARNi NEROVNICE

Pod pojmem nerovnice rozumime zdpis nerovnosti dvou vyrazl, v nichz se vyskytuje
nezndma. Nerovnice se tedy li$i od rovnice znaky nerovnosti <, >, <, >.

Pfi feSeni nerovnic pouzivame ekvivalentni Gipravy:

- vyména stran nerovnice se sou¢asnou zmeénou znaku nerovnice,

- nahrazeni strany nerovnice vyrazem, ktery je ji v celém oboru feSeni nerovnice roven,

- pficteni téhoz vyrazu nebo redlného ¢isla k obéma strandm nerovnice,

- vynasobeni obou stran nerovnice tymz redlnym c¢islem riznym od nuly.

Linearni nerovnice se mize vyskytovat ve tvaruax + b = 0,ax + b >0,ax + b < 0
neboax + b <0,kdea,b € R.

POZOR! Nasobime-li ob¢ strany nerovnice stejnym kladnym c¢islem, znak nerovnosti se
nezméni. Jind situace ovSem nastdva, nasobime-li ob& strany nerovnice stejnym zapornym
Cislem, pak se znak nerovnosti obrati.

Priklad 6.

V mnoziné R feSte nerovnici:

37 — 2x 3x—8
—_ 9 —_

< —_
> + < 1 X
Reseni.
37—2x+9<3x—8 4
2 =Ty X /-

2(37-2x) + 36 <3x- 8- 4x
74 - 4x + 36 < —x—8
3x > 118
x> =
3
Mnozina vSech feseni linedrnich nerovnice je K = (?; ).

Priklad 7.

V mnoziné R feste nerovnici:
5x — 6 <1
x+6
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Reseni.

5x — 6

x+6

Nerovnici je nutné pfevést do anulovaného tvaru, kdy na pravé strané nerovnice bude ¢islo 0.
Pak je tieba na levé stran¢ nerovnice stanovit spole¢ny jmenovatel a nerovnici upravit.

5 — 6

- 1<0
x+6
5x-6—(x+6

( )<0

x+6

4x — 12
x+6

Po ekvivalentnich upravach nerovnice postupujeme metodou nulovych bodua. Zjistime, kdy se
Citatel a jmenovatel rovna nule. Tyto nulové body rozdéli mnozinu realnych ¢isel na intervaly.
Ve vymezenych intervalech budeme pomoci dosazovani libovolného Ccisla z intervalu
zjisStovat kladnou ¢i zapornou hodnotu Citatele, jmenovatele a vysledného podilu.

Nulové body: 4x-12 =0 x+6 =0
x =3 X = —6
(—o0; —6)  (=6;3) (3; )
4x—12 - - +
x+6 — + +
4x—12
+ — +
x+6

Dle posledniho tadku v tabulce zjistime, ktery interval vyhovuje nerovnici. V nasem piipadé
se jedna o prostifedni interval, kde se nachdzi znaménko minus, nebot’ vyraz mé byt zaporny.
Nulové body do mnoziny vSech feSeni dle zadani nerovnice
4x—12

x+6

< 0 nepatii, tj. kofenem je K = (—6; 3).

3.4 SOUSTAVY LINEARNICH NEROVNIC

Soustavu linedrnich nerovnic feSime analogicky jako samotnou nerovnici. Kazdou nerovnici
soustavy vyfeSime zvlast. MnoZinou vSech feSeni soustavy nerovnic je prinikem feSeni
jednotlivych nerovnic soustavy.



Priklad 8.

Reste soustavu nerovnic:
1—2x 1+ 3x

<
3 4
1—7x>=—6x
Reseni.
1—2x<1+3x 12
3 4 /
4(1—2x) <3(1+ 3x) 1—-7x > —6x
4 —8x <3+ 9x —x=-1
—17x < -1 x<1
1
x>5 K, = (—o0; 1)
K= (g7 +)
1= \17’

1 1
3.1 KVADRATICKA ROVNICE

Kvadratickd rovnice ma tvar ax?+bx+c=0,proa = 0. Cisla a,b,c

koeficienty kvadratické rovnice:

ax? kvadraticky ¢len
bx linearni ¢len
c absolutni ¢len

-b+VD _ —-b+VbZ-4ac

Regenim této rovnice je X , = pro D > 0.
’ 2a 2a

Vyraz D = b? — 4ac oznadujeme pojmem diskriminant:

D>0 rovnice ma dva riizné realné koteny,

D=0 rovnice ma jeden dvojnasobny redlny koten,

D<O0 rovnice nema v oboru realnych Cisel fesenti,

(feSeni existuje v oboru komplexnich ¢isel).
Hodnota diskriminantu D rozhoduje o poctu feseni kvadratické rovnice.

Kvadratickou rovnici Ize zapsat rovnéz jako soucin kotenovych Ciniteli:
ax?+bx+c=alx —x;)(x—x,) = 0.

22

nazyvame



Priklad 9.

V oboru redlnych ¢isel R feste rovnici:

X x+2 ;

X+2 x
Reseni.
X x+2
—+=—=3 cx(x + 2
x+2+ X / ( + )

xx+(x+2)(x+2)=3x(x+2)
x2+x%2+4x +4=3x%+6x

2x% +4x + 4 = 3x% + 6x

—x?2—=2x+4=0 /- (—1)
x> +2x—4=0

D=(2)2—4-1-(—4)

D=4+16
D =20
—2+420 —2+V4'5 —2+2V5
X1 = = = =—-1++5
2 2 2
—2-+20 -2-+v4'5 -2-25
Xy = > = 5 = > - _1-+5

K ={-1-+5-1+ 5}

Priklad 10.

x#0,x # -2

V oboru redlnych ¢isel R rozlozte kvadratické rovnice na sou¢in kofenovych ¢initelt:

a) x24+x—12=0
b) x2—7x+12=0
c) x2—8x—9=0
d) x%+8x —20=0
e) x2+12x+20=0

f) x2—-25=0
g) x2—4x=0
ReSeni.

) x2+x—12=(x-3)(x+4)=0
b)x?—7x+12=(x—-3)(x—4)=0
) x2—8x—-9=(x+1Dx-9) =0
d)x>2+8x—-20=(x+10)(x—2)=0
e) x> +12x+20=(x+10)(x+2)=0
f) x2—-25=(x—-5)(x+5)=0
g)x?—4x=x(x—-4)=0

23



24

3.5 KVADRATICKE NEROVNICE

Kvadraticka nerovnice ma jeden z nésledujicich tvart:
ax?+bc+c>0,ax?+bx+c<0,ax> +bx+c¢>0,ax>+ bx +c < 0,proa # 0.

Postup pii feSeni kvadratické nerovnice spociva v metodé nulovych bodi, které rozdeli
¢iselnou osu na intervaly. V téchto intervalech zjiStujeme pomoci dosazeni libovolného ¢isla
z daného intervalu hodnotu kladnou nebo zapornou.

Kvadratické nerovnice lze fesit rovnéZz pomoci grafického znazornéni kvadratické funkce, kdy
zjistujeme, ktera ¢ast funkce lezi nad osou x (ax? + bx + ¢ > 0) popi. pod osou x (ax? +
bx + ¢ < 0).

Priklad 11.

V mnozing realnych cCisel feSte nerovnici:
x2—6x+8=0

Reseni.
x2—6x4+8>0
x=-2)(x—4)=0

Nulové body:
x—2=0 x—4=
x=2 x =4

(—0; 2) (2;4) (4; )
X — 2 - + +
x — 4 — — +
(x-2)(x-4) + - +

Hledané intervaly vyhovujici dané nerovnice jsou oba krajni intervaly. Vzhledem ke
skute¢nosti, Ze se nerovnice x> — 6x + 8 > 0 mize rovnat nule, patii do mnoziny viech
feseni nerovnice rovnéz vymezené nulové body 2 a 4, tj. K = (-00; 2) U (4; o).

3.6 EXPONENCIALNI ROVNICE

Exponencialni rovnice obsahuji neznamou x v exponentu mocnin.

Pii teSeni exponencidlnich rovnic vyuzivame nasledujicich vztahli (plati pro vSechna
a,b eR* —{1}):

Q) o/ =0 & f () =g,

b) a/® =p8" o f(x)loga =g(x)logh.
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Piiklad 12.

1 2x-3 1 -2
Reste v R nerovnici 2% (Zj = (gj 16772,
Reseni.

Obé¢ strany rovnice postupné upravujeme tak, aby byly vyjadreny ve tvaru mocnin
o stejném zéakladu.
pxHh 2(2x-3) _ 2-3.(—2) _24(x-2)

2 X+4-4x+6 __ 2 6+4x-8

2—3x+| 0 — 24x—2

—3x+10=4x-2
-Tx=-12
12
xX=—
7
Piiklad 13.
x+3 4x-1 -1
Reste v R nerovnici (ij (Ej = (zj .
25 8 5
Reseni.

g 2(x+3) z —3(4x-1) B z -1
5 5 5

2 2x+6—12x+3 2 -1
5 G
2 —-10x+9 2 -1
5 -6
—10x+9=-1
10x=10
X =

3.7 LOGARITMUS CIiSLA, LOGARITMICKA ROVNICE

Logaritmus kladného &isla x pii zékladu z (zeR* —{1}) je exponent y, kterym musime
umocnit dany zéklad z, abychom dostali dané ¢islo x:

log.x=y < z/=x
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Napi.: log,16=4, protoze 2* =16
log, ;8 =-3, protoze (0,5)° =8

Prokazdé zeR" —{1} plati: 1) log.z=1, 2) log.1=0.

Prokazdé a,b,zeR"™ A z=#1 plati: 1) log, ab=1log, a+log_b,
a
2) log, 5 log.a-log. b,,

3) log,a" =r-log,a ,reRr.
Poznamka. 1) dekadicky logaritmus log,, x, oznacujeme jako logx,

2) pfirozeny logaritmus log, x oznacujeme jako Inx (e - Eulerovo ¢islo).

Piiklad 14.
Vypoctéte nezndmou z nasledujicich rovnic:
a) log,x=3, b) log, x =-1, ¢) Inx=0, d) log,16 =y,
e) 10g32L7:y, f) logl000 =y, g) log 25=2, h) log. 7=4.
Reseni.
a) log,x=3, 2’=x = x=8,
b) log,x=-1, 4'=x = )Czi,
¢c) Inx=0, e =x = x=I,
d) log,16=y, 4 =16 = 4" =4 = y=2,
1 1
e) log,—=y, Y= = =37 = y=-3,
) logs—— =y 77 y
f) 1ogl1000 =y, 10" =1000 = 10" =10 = y=3,
g) log_25=2, z’=25 = z=5,
h) log,7=4, 2t=7 = z=47.
Piiklad 15.

Reste v R rovnici log, s x +log (x— 1) =-1.
Resen.

Defini¢ni obor rovnice: x>0 A x—-1>0,
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x>0 A x>1 = D:(l,oo).

Levou stranu rovnice upravime pouzitim pravidla o souctu logaritmii a pravou stranu
vyjadiime pomoci logaritmu.

log, s x(x—1)=-1-log, 0,5
logo,s x(x—1)= 10g0,5 (055)71
log, s (x2 - x): log, 5 2

xP—x=2
x'—x-2=0
(x+1)x-2)=0
x,=-1, x,=2

Resenim rovnice je x, =2, protoZe druhy kofen neleZi v definiénim oboru rovnice.
Piiklad 16.
Reste v R rovnici  log(x +2) — log(x — 1) =2 — log4.
Reseni.
Defini¢ni obor rovnice: x+2>0 A x—1>0,
x>-2nAnx>1= D:(l,oo).

Levou stranu rovnice upravime pouzitim pravidla o rozdilu logaritm a pravou stranu
vyjadiime pomoci logaritmu.

log(x + 2)— log(x - 1) =2-log4

2

logx+ =1logl100—log4
x_

o x+2_10 100
gx—l g 4
x+2=25
x—1

x+2=25(x-1)

X+2=25x-25

—24x=-27

27
X=—

24

9
X==

8
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4 REALNA FUNKCE JEDNE REALNE PROMENNE

4.1 VLASTNOSTI REALNYCH FUNKCI; DEFINICNi OBOR FUNKCE

Realna funkce f jedné redlné proménné (dale jen funkce) je mnoZzina vSech uspotadanych

dvojic [x, y] €R x R, pro které plati: pro kazdé x eR existuje nejvyse jedno y R tak, Ze
[x, y] ef.
Defini¢ni obor funkce f'(oznacujeme D(f)), je mnozina vSech x € R, pro ktera existuje prave

jedno y € R takové, ze [x, y] ef.

Obor hodnot funkce f (0znacujeme H(f)), je mnozina vSech y € R, pro ktera existuje alespon

jedno x € R takové, Ze [x, y] ef.

Monotonni funkce zahrnuji funkce rostouci, klesajici, nerostouci a neklesajici. Jsou to takové
funkce, které spliuji pro kazdou dvojici ¢isel x; <x, (x,,x, € M < D(f)) nasledujici

podminky:
S(x) < f(xy), rostouci,
S(x))> f(x,), klesajici,
tliz k funk jevM
Jestlize P < f0), pak funkce f jev neklesaiici.
S(x) = f(x,), nerostouci.

Funkce klesajici a rostouci nazyvame ryze monotonni.

Funkce 1 je na D(f) prosta, jestlize kazdym dvéma hodnotdm x,,x, € D(f), kdex, #x,,
pfifazuje hodnoty f'(x,)# f(x,).

Je-1i funkce f prostd v mnozin¢ D(f), pak funkce, ktera pfifazuje kazdému y € H(f') hodnotu
x eD(f) tak, ze plati y= f(x), se nazyva funkei inverzni k funkci f (oznatujeme f').
Plati, ze D(f) = H( f ') AH(f)=D( f "). Grafy funkci fa ' jsou navzajem soumémé podle
osy I. a III. kvadrantu.
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Priklad 1.

Urcete defini¢ni obor funkei:

2x+1 x—1
:—’ b : =
2x*—x-3 ) Jar v xr -4

a) fity , c) fi: yzlog(9—x2) i

Reseni.
a) Protoze jmenovatel zlomku musi byt rtizny od nuly, plati 2x? —x-3%0.

3
Koteny kvadratické rovnice 2x* —x —3=0 jsou x, =1, x, = 5

Tzn., 7e x # -1, % . D(fl):R—{—l,g}

b) Vzhledem k tomu, ze druhd odmocnina je definovana v R pouze pro nezaporna ¢isla, budou
platit nasledujici podminky:

x—1

——20 A x’-4=0.
x° -4

Resime nerovnici v podilovém tvaru metodou nulovych bodi.

x—1

EEEETw— +2
G220 N X7

D(f,)=(-2,1)u(2,)
¢) Protoze logaritmicka funkce je definovdna pouze pro kladny argument, plati:

9-x*>0
(3-x)3+x)>0

D(f:)=(-3,3)

4.2 LINEARNI FUNKCE

Linearni funkce je kazda funkce dana predpisem y=ax+b, kde a,beRAa#0. Jejim

grafem je pfimka.
Plati: a) D(f)=H(f)=R,

b) a>0 = linearni funkce je rostouci,
a <0 = linearni funkce je klesajici,

c) linedrni funkce je vzdy prosta.
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Je-li a =0, pak funkce y =b se oznacuje jako funkce konstantni. Grafem takovéto funkce je

pfimka rovnobézna s osou x.

Priklad 2.

Urcete linedrni funkci f, jestlize jeji graf prochazi body [1,—1] a [— 2,5] . Vypoctéte priseciky

grafu dané funkce se soufadnicovymi osami. Zjistéte, zda na grafu funkce lezi body
3

A[3,-4], B[——,4]
2

Resen.

Linearni funkce ma rovnici y = ax + b. K uréeni neznamych koeficienti a,b vyuzijeme dvou

zadanych bodi, které lezi na grafu funkce a jejich soufadnice musi vyhovovat rovnici linearni
funkce.

y= ax+b

[1-1 -1= a +b
[-25] 5=-2a +b

Resenim vzniklé soustavy dvou rovnic o dvou neznamych je @ =-2,h=1. Hledana funkce
ma tedy rovnici y =—-2x+ 1.

Priseciky grafu funkce pfimky se soufadnicovymi osami:

1
a) prusecik s osou x ma y =0, tzn. Ze hledany bod je X[x,O]: 0=-"2x+1=>x= 5
b) prisecik s osouy mé x =0, tzn. 7 hledany bod je Y[0,y] y=-2-0+1= y=1.
1
Priseciky se soufadnicovymi osami jsou X[E ,O}, Y[O,l].

Maji-li body A, B leZet na grafu urené funkce, musi jejich soufadnice vyhovovat rovnici této
funkce.
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y=-2x+1
A[3,-4] -4=-2-3+1
—4%-5 =>Ae¢ef
3 3
B-=4 4=-2--=|+1
2 2
4=4 =>Bef

Funkce ma rovnici y=-2x+ 1. Jeji priseCiky se soufadnicovymi osami jsou [5 ,0}, [0,1].
Ze zadanych bodu lezi na grafu funkce pouze bod B.

Priklad 3.

Napiste rovnici linearni funkce y = ax + b, kterd prochdzi body P = [— L, 7]a Q= [2, - 5].
Reseni.

Dosadime oba body do rovnice y =ax+b:

P=[-1,7] 7=-a+b

Q=[2,-5] ~5=2a+h

Resenim soustavy dostavame a = —4, b = 3. Rovnice linearni funkce je y = —4x+3.

4.3 KVADRATICKA FUNKCE

Kvadratickd funkce je kazda funkce dana rovnici y = ax? +bx+c, kde a,b,ceRAna#0.

Grafem této funkce je parabola.
Plati: a) D(f)=R,

b) a>0 = ve vrcholu paraboly je minimum funkce, funkce je omezena zdola,
a < 0= ve vrcholu paraboly je maximum funkce, funkce je omezené shora,

c) kvadraticka funkce neni prosta.

Priklad 4.

Vypocdtéte priseciky s osami kvadratické funkce y = x* +3x —28.
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Reseni.

Priise¢iky s osami P, =|...,0} P, = [0,...] dostaneme fesenim rovnic:

0=x"+3x-28 0% +3.0_08
0=(x—4)x+7) Y= 2; a
x, =4 x,=-7 y=-

P =[4,0} P =[-7,0] P, =[0,-28]

Piiklad 5.

Urcete kvadratickou funkci, o niz vite, ze f(2)=-5, f(6)=-5, f(4)=-9.
Reseni.

Hledan¢ koeficienty kvadratické rovnice dostaneme feSenim soustavy rovnic:

y=ax’ +bx+c

[2-5] -5=4a+2b+c
[6,—5]: —-5=36a+6b+c Resenim této soustavy je a=1, h=-8, c=7.
[4,9] -9=16a+4b+c

Hledan4 kvadraticka funkce ma rovnici y=x> — 8x + 7.

4.4 EXPONENCIALNIi FUNKCE

Exponencialni funkce je kazdd funkce dand rovnici y=a", kde a eR" - {1}. Grafem je

exponencialni kiivka, ktera vzdy prochazi bodem [O,l] .
Plati: a) D(f)=R, H(f)=R",

b) a >1= funkce je rostouci,
0<a<1= funkce je klesajici,

c) exponencialni funkce je vzdy prosta.
V matematice je velmi dlleZita exponencidlni funkce y=e", kde e je Eulerovo C¢islo

1 n
(e: lim(1+—j j ,e=272.
n—o n
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Priklad 6.

5 o ) 2b-3)\" ,
Urcete, pro ktera realna Cisla b je funkce y = il rostouci.
Reseni.

. : , o 2b-3
Dana funkce je funkci exponencialni, kde a = Bl b#-1.
1 . L e . 2b-3
Exponencialni funkce je rostouci, jestlize a > 1, tzn. ze >1.

b+1
Resime vzniklou nerovnici (pfevedeme ji nejdiive do anulovaného tvaru a pak do podilového
tvaru, dale pokracujeme metodou nulovych bodit).

—2b_3 1>0
b+1
b-4_,
b+1
+ ‘ ‘ +
© — ©
-1 4

Funkce je rostouci, jestlize b e(— w0,~1) U (4,00) .
Piiklad 7.

Je dana exponencialni funkce y =2*"'. Vypodtéte prise¢iky s osami a hodnotu funkce v bodé
x=-2.

Reseni.

Priise¢iky s osami P, =|...,0} P, = [0,...] dostaneme fesenim rovnic:

0 — 2x+1
Rovnice nema feseni, tzn. prisecik s osou x neexistuje.

y=2"" = y=2,P =[0,2].

y-)=2 = )=
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4.5 LOGARITMICKA FUNKCE

Logaritmické funkce je kazda funkce dand predpisem y=log. x, kdezeR " — {1} . Grafem
je logaritmicka ktivka, kterd vzdy prochazi bodem [1;0] .
Plati: a) D(f)=R", H(f)=R,
b) z>1 = funkce je rostouci,
0<z<1 = funkce je klesajici,
c) logaritmicka funkce je vzdy prosta.
Poznamka. Logaritmickd funkce y =1log, x je funkci inverzni k exponencidlni funkci

y=a". Jejich grafy jsou soumérné dle osy I. a IIl. kvadrantu (pfimka y = x).

Priklad 8.

. -1
Urcete defini¢ni obor funkce y = logzx— .
x°—6x+10

Reseni.
Defini¢nim oborem kazdé logaritmické funkce jsou pouze kladna ¢isla, a proto plati, ze
x—1
—>
x°—6x+10
Trojélen x? —6x+10 je vR nerozlozitelny (diskriminant je zaporny), hodnota tohoto

vyrazu je vzdy kladna, tj. x? — 6x + 10> 0. TakZe &itatel musi byt také kladny. Resime tedy
nerovnici

x—1>0
x>1

D(f)=(1,»).

Piiklad 9.
Urcete, pro které realné hodnoty parametru a je funkce y =log 2., X rostouci.
a’-1
Reseni.
Logaritmicka funkce je rostouci, je-li jeji zdklad z vétsi nez 1.
a’ +1
a’ -1

Nerovnici anulujeme a pievedeme do podilového tvaru.

>1

a’+1

a? -1

-1>0



2

a’ -1

>0

Cislo 2 je kladné = a* —1>0. Rozlozime a fe§ime metodou nulovych bodi.

(a—D(a+1)>0
a e(— oo,—l) -/ (l,oo).

35
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5 POSLOUPNOSTI A RADY

5.1 POJEM POSLOUPNOSTI, ZAKLADNI VLASTNOSTI POSLOUPNOSTI

Posloupnost je funkce definovand na mnoZiné pfirozenych ¢isel. Jeji n-ty €len je funkéni
hodnota funkce pfifazend piirozenému cCislu n, (oznacujeme a,), tedy a, = f(n). Grafem
posloupnosti je mnozina izolovanych bodi [ n, a,].

Zapis posloupnosti: aj, ay,...,ap,... resp. {an}::]. V tomto piipad¢ se jedna o posloupnost
nekone¢nou. Je-li definiéni obor posloupnosti omezen, tj. D = {1,2,...,n0}, jednd se o

v N no
posloupnost kone¢nou, znac¢ime {an} ¥ kde ny € N.
n=

ProtozZe posloupnost je zvlastnim piipadem funkci, mize byt stejné jako funkce

rostouct a, <a,.|,
klesajici a, > a,.,
nerostouci  prave tehdy, jestlize pro kazdé n € N plati ya, > a,_,,
neklesajici a, < a,.,
konstantni a, = a,,,.

Zadani posloupnosti: 1) vyctem (jsou-li konecné),
2) graficky,
3) ptedpisem: a) vzorcem pro n-ty Clen,
b) rekurentné.

Priklad 1.

: . [3n+1)"
a) Napiste prvnich pét ¢lent posloupnosti { L } . Vypoctéte a,,.
n=l1

b) Napiste prvnich pét ¢lenli posloupnosti a, = (— 2)" .
c) Napiste prvnich pét ¢lenti posloupnosti dané rekurentnim vzorcem

2a,+a,,,

n+2 = 7 ’a1=_2’a2=2'



Reseni.

n=1

n=2

n=3

n=4

n=>5

n =100
a,=-2; a,=4
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4
a, :E
7
az_z
a, =2
13
a4=z
16
a5=7
301
10026
a, =16; as;=-32.
a, =-2
a, =2
2 _
a - a12+a2: 42+2 _
. _2a,+a; _4+(-1) 3
! 2 2 2
4 =2a3+a4= 2=_l
: 2 2 4

5.2 ARITMETICKA POSLOUPNOST

Posloupnost se nazyva aritmeticka prave tehdy, existuje-li takové redlné cislo d tak, Ze pro

kazdé ptirozené Cislo n plati a,+1= a, + d. V aritmetické posloupnosti je rozdil (an - an)

kazdych dvou sousednich ¢leni konstantni. Tuto konstantu d oznacujeme jako diferenci
aritmetické posloupnosti.

Je-li

a) d > 0, je aritmetickd posloupnost rostouci,
b) d <0, je aritmeticka posloupnost klesajici,
c) d =0, je aritmetickd posloupnost konstantni.

Zakladni vztahy platici v aritmetické posloupnosti:

1) a, =aq, +(n—1)d,
2)a, =a, +(r—s)d,kder>s,

3)a,=

anfl + an+l

2 3

n#l,
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n . v r v o . . r .
4) s, = 5 (a, +a,), kde s, je soucet prvnich n ¢lent aritmetické posloupnosti.

Vztah 3) vyjadiuje, ze v aritmetické posloupnosti je kazdy ¢len (mimo prvniho) aritmetickym
prumérem clend sousednich, proto se této posloupnosti fika aritmeticka.

Piiklad 2.

V aritmetické posloupnosti je a; =4, d =— 2. Urcete ajy, s12.

Resen.

Dosadime n =12 do vztahu a, =q, +(n —l)d a dostavame: a,, =a, +11d.
Dosadime a, =4, d=—-2: a,=4+11-(-2) = a,=-18.

n
Dosadime do vztahu pro soucet s, = E(a1 +a,):

12
81 =7(4—18) = s, =—84.

Priklad 3.
Urcete a,,d v aritmetické posloupnosti, pro kterou plati:

a, +3a, =14
2a, —4a, =26.
Reseni.
Dosadime a, =a, +1d; a, =a, +3d afeSime soustavu:
a, +d +3(a, +3d)=14
2(a, +3d)-4a, = 26.
Resenim soustavy je a, =—4; d =3.

Piiklad 4.
Urcete pocet vSech trojcifernych Cisel délitelnych sedmi.

Reseni.
Prvni trojciferné ¢islo délitelné sedmi je 105, posledni trojciferné ¢islo d€litelné sedmi je 994.
Oznacime: a; =105,a,=994,d =7,n =7
ay =a) +(n—-1)d,
994 = 105+(n—-17 = n =128.
Trojcifernych ¢isel délitelnych sedmi je 128.

5.3 GEOMETRICKA POSLOUPNOST

Posloupnost se nazyva geometrickd pravé tehdy, existuje-li takové realné Cislo g tak, Ze pro
kazdé ptirozené Cislo n plati a,+; = a,q. Plati tedy, Ze v geometrické posloupnosti je podil

a . : .
—+L kazdych dvou sousednich ¢lenti konstantni. Tuto konstantu ¢ oznadujeme jako kvocient

n

geometrické posloupnosti.



39

Zakladni vztahy, které plati pro geometrickou posloupnost:

1) a, = czlc]"*1 ,

2) a,=aq ", kder>s,

3) =.\a,a, ,n#l,

q" -1

q-—1

s, =na,, pro g=1, kde s, je sou€et prvnich n ¢lenti geometrické posloupnosti.

a

n

4) s, =a proq#1,

Vztah 3) vyjadiuje, ze v kazdé¢ geometrické posloupnosti je absolutni hodnota kazdého
Clenu (s vyjimkou prvniho) geometrickym primérem sousednich ¢lentl, proto se této
posloupnosti fiké geometricka.

Grafem geometrické posloupnosti, pro jejiz kvocient plati, 2¢ ¢ € R* — {1} je mnoZina
(izolovanych) bodl, které lezi na exponencidlni kiivce, nebot vzorec pro n-ty clen
a, = a,q""' je exponencialni funkci proménné n € N.

Priklad 5.
Je dana geometrickd posloupnost a, =4, ¢ =2. Vypoctéte a., s;.

Reseni.
Dosadime n=5, a, =4, ¢g=2 dovztahu a, =a,q""": a, =42" = a,=064.
"1 2° -1
snzalq = ss=4- s, =124.
qg-—1 2-1
Piiklad 6.
., .. 8 32 5
V geometrické posloupnosti je a, = _E’aG = —?. Urcete ay, g, aio, Sio-
Reseni.
. 2 2 G
Dle vztahu 2) plati : a;=a,9° = g~ =—,
ay
g =4 = ‘q‘ =2.
Uloha ma dvé feseni ¢g=2 v ¢= -2.
8
—5. a4 3 !
A) Prog=2: aI:? = a1=? = a1=—§,
N 1 59 512
a,,=a agy=——2" =—"".
10 19 10 3 3
10 _q 1 210 _q
S10 = & 1 S10 3 0_1 "



S10:—341.
8
a 3 1
B)Prog=-2: alzq—é = alz(_2)3 = q 3
1 512
ao=ag’ = a,= 5-(_2)9 N
1 (-2)" -1 341
W30y T Ty

Piiklad 7.

V geometrické posloupnosti plati:  a; + as =112,
a, + a3 = 48.

Urceme tuto posloupnost (tj. uréete aj, q).

Reseni.

Do danych dvou rovnic dosadime vztah 1): a + aig’=112,

2
aig + aiqg” = 48.
Dostali jsme soustavu dvou rovnic o dvou neznamych, kterou feSime.

a(l+qg’) =112
aiq(1+qg) = 48
Rovnice navzdjem vydélime a vzniklé zlomky kratime.

a(1+4°) 112

alq(1+q)_48
a1(1+q )(1—q+q2)_112
alq(l+q) 48
l-g+q’ 7
q 3
3g> -10g+3=0
I
ql_ ’q2_3
, 1
Uloha ma dvé feSeni: A) ¢g=3 = a,=4, B)ng = a, =108.

5.4 NEKONECNA GEOMETRICKA RADA

. Y2 . © 14
Jsou-li a;, ay, a;, ...,a,,...Cleny posloupnosti {an} iy pak vyraz
n:

o0
ajta; taz+...ta,+ .. ZZan
n=1

se nazyva nekonecna fada.

40
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Je-1i dana posloupnost geometricka, tj. a, = a,q""" ,pak pfisluina fada
o0

a, +aq+aq’+.+aq" " +..= Y a,q""
n=1

se nazyva nekone¢na geometricka fada.

Nekonecnou geometrickou fadu lze secist prave tehdy, jestlize je ‘q |< 1. Rikame, e dand
4

l-q°

V opacném ptipade, tj . | q |> 1 fada nema soucet, fikame, ze je divergentni.

fada je konvergentni. Jeji soucet je s =

Piiklad 8.
Zjistéte, zda nasledujici fady jsou konvergentni. V kladném ptipadé urcete soucet fady.
3.9 27 8l (4"
SETERE N TN
A 1= 316 "6 256 ),;3

Reseni.

3
a) Jedna se o nekonec¢nou geometrickou fadu s kvocientem ¢ = 2 ktery splituje podminku

a

konvergence, tj. ndlezi do intervalu (-1, 1). Danou fadu Ize secist podle vzorce s = 1—1 , kde
—-q

3

a = 1) C] = _Z

. 4
Rada je konvergentni, jeji soucet s = CE

=l+—-+—+——+..
b) Z,] +3+9+27+

w(4)”‘1 4 16 64
3

4
Jedna se o nekonecnou geometrickou fadu, kde ¢ = 3 ¢(-1,1). Podminka konvergence neni

splnéna. Rada je divergentni (nemé soucet).
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6 KOMBINATORIKA

6.1 FAKTORIAL

Je-li n ptirozené Cislo, pak souc¢in n(n - 1)(n - 2)(n - 3)...2.1 se nazyva n-faktorial a znaci se n!.
Déle plati, ze 0! =1. To znamena, Ze n! je definovan pro viechna n € N U {0}, tuto mnoZinu
oznacujeme jako N.

Piiklad 1.

33!10! (n + 1)!
Upravte: a) 21301 b) (n—l)!'
ReSeni.

331100 33323130!10!  33.32.31

= = =831=1248
12130! 12.11.10!30! 12.11
b) Dany vyraz je definovan pro vSechna pfirozena Cisla, kterd spliuji nasledujici
podminky:

n+l1>20 A n-120
n=>-1 A n>1
Vyraz postupné upravujeme
(WH)_@+DMWJX_#+n

(n—1) (n—1)

Priklad 2.

Reste v N rovnici

Reseni.
Defini¢ni obor rovnice: n—1>20 A n—-32>0,
n2lAan=23 = nx>3.

V rovnici odstranime faktoridly, algebraickymi tpravami rovnici zjednoduSime na
kvadratickou rovnici:

An=Wn=-2fn=3) ¢
(n—3)

2(n-1)Yn-2)-n-8=0
2n* —Tn—4=0

2@—4{n+%)=0

n =4, n,=——
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Defini¢nimu oboru rovnice vyhovuje feseni n = 4.

6.2 VARIACE A PERMUTACE

Jsou-li k, n piirozena Cisla (k<m)aM je n-prvkovd mnoZina, pak variace k-t¢ tiidy
z n-prvki je kazda uspofadana k-tice [a, sy k], jejiz slozky jsou navzdjem razné prvky

mnoziny M.
Pocet variaci k-té tfidy z n prvki (bez opakovani) je
!
V.(n)=n(n—-1)(n-2)..(n—k+1) =—>—.
N ) (n—k)!
YT

k Cinitelu

Zvlastnim ptipadem je situace pro k = n, tedy, tvotime-li z danych » rozdilnych prvkl rizné
uspotadané n-tice. V tomto piipadé hovoiime o permutacich zn prvka. Pocet permutaci
z n prvkl (bez opakovani) je

P(n)=V (n)=n(n-1)..1=n!

Priklad 3.

Kolik existuje trojcifernych a Etyfcifernych €isel s navzajem riznymi ciframi, jeZ lze napsat
uzitim cifer: a) 1,2, 3,4; b) 0,1,2,3.

Reseni.

a) Kazd¢ trojciferné Cislo vytvotené z Cislic 1, 2, 3, 4 je vlastn€ uspotadana trojice vytvorena
z danych ctyft cifer (tj. zaleZi na potfadi prvki), jednd se tedy o variace tieti tfidy ze 4 prvki.
Jejich pocet je V,4)=4-3-2=24.

Analogicky kazdé ctytciferné Eislo vytvorené z Cislic 1, 2, 3, 4 je uspofddana ctvefice
vytvotena ze 4 prvkil. Jsou to tedy variace ¢tvrté tiidy ze 4 prvkd, tj. permutace ze 4 prvka.
Téch je V,(4)=P4)=4=24.

Trojcifernych a ¢tyfcifernych Cisel s navzajem rtiznymi ciframi vytvofenych z ¢isel 1, 2, 3, 4
je celkem 48.

b) Opét tvoiime uspotfaddané trojice ze 4 prvkd, kterych je V;(4) =4-3-2=24. Jejich pocet

vSak musime snizit o vSechny uspotfadané trojice zacinajici Cislici 0 ( jednalo by se totiz

misté¢ ve trojici, a proto uvazujeme jiz jen usporadané dvojice, které jsou vytvoieny ze

zbylych tfi cifer. Trojcifernych ¢&isel vytvotenych z¢islic 0, 1, 2, 3 je tedy

V,(4)-V,3)=24-6=18.

Pocet Ctyfcifernych Cisel vypocteme podobné:
V,4)-V,;3)=P(4)-P3)=4-31=24-6=18.

Trojcifernych a ctyicifernych ¢isel s navzajem riznymi ciframi vytvofenych z ¢islic 0, 1, 2, 3

je celkem 36.
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Priklad 4.

Zmensi-li se poCet prvkll o dva, zmensi se poCet permutaci vytvofenych z téchto prvki
dvacetkrat. UrCete piivodni pocet prvkd.

ReSeni.

Pivodni pocet prvkl je n, tzn., Ze pocet permutaci je P(n) = n!. Bude-li prvkli o dva méng,
bude permutaci P(n—2) = (n—-2)!.

Odtud lze pak sestavit rovnici o neznamé 7, kterou feSime.

P(n-2) =25

20
n!
(n-2)! =50
20(n—-2)! =n!
20(n—-2)! =n(n—-1)(n—-2)!
20 =n(n-1)
n*-n-20=0
n, =5
n, =—4

Mnozina méla 5 prvki.

6.3 KOMBINACNI CiSLO

n
Necht' k, n € N, k < n. Pak Cislo ( k} nazyvame kombinacni ¢islo.

, n n! nn=1..(n—k+1)
Plati: 1) (kj:(n—k)!k!: [ :
n 0 n n
Do) =1 (OJZI’ (J:”’ (njzl’
n n
Ik :(n—kj’
n n n+1
Dl k+lj:(k+lj'
Priklad 5.

e GO
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Reseni.

9 ! !
__ 9 9876 o N _(9)_gq
3) (9-3)3 6.3.2.1 6) \3

9 9 8 8 8
+ + + + =84+84+8+1+1=178.
Piiklad 6.
“ A6 SN AHETH
Reste v N rovnici: - =10 .
1 n 3)\n— 0

Reseni.
Defini¢ni obor rovnice n > 1.

7
Vypocteme kombinacni ¢isla: ( lj =17,

()-)-2-w

Dale zjednoduSime kombinacni ¢isla s neznamou dle vztahu 3):

n+2j_(n+2)!

(n+2)(n+1)n!_ n’ +3n+2

n 2.l 2.n! 2
n+l) (n + l)n(n - 1)! B (n + l)n
n-1)  2m-1) 2

(n2 +3n + 2) (n2 + n)

Dosadime do rovnice: 7 > -10 > =10 /.2
Tn? +21n+14—10n* —10n = 20
3 —1ln+6=0
L2
n =5 n= 3

Defini¢nimu oboru rovnice vyhovuje pouze koten n = 3.

6.4 KOMBINACE

Resme nyni nasledujici problém. Mé&me 4-prvkovou mnozinu M = {a,b,c, d } Vytvoime
z této mnoziny vSechny jeji tiiprvkové podmnoziny. Kolik jich je?
Velmi snadno ur¢ime pocet téchto podmnozin jejich vyctem:

M, = {a,b,c},M2 = {a,b,d},M3 = {a,c,d},M4 = {b,c,d}.
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Hledané podmnoziny jsou tedy cCtyfi. Dulezité je, ze v nich nezdlezi na potradi prvkd.
Hovotime o tzv. kombinacich treti tfidy ze 4 prvki.

Obecné lze fici, Ze kombinace k-t¢ tiidy z n prvkl je kazdd k-prvkovéd podmnozina dané
n-prvkové mnoziny M (k < n). Pocet téchto kombinaci je dan vztahem

c(m=|"

n)= .
k k
Priklad 7.

Vypoctéte, kolika zplisoby lze z péti chlapct a osmi divek vybrat péticlennou skupinu, v niz
jsou: a) prave tii chlapci, b) aspon tii chlapci.

Reseni.
a) Mame-li vybrat z péti chlapct tfi, vytvaiime vlastné tiiprvkové podmnoziny z ptivodni

5
péti prvkové mnoZiny, kterych je C,(5) :(3) Skupinu doplnime jesté¢ dvéma divkami

8
z osmi, pocet moznosti je C,(8) :(2) Podle kombinatorického pravidla soucinu vznikla
kombinacni ¢isla vyndsobime.
5) (8
Pétic¢lennou skupinu o tfech chlapcich lze vytvofit {3) . (2] =280 zpusoby.

b) Maji-li byt ve skupiné aspon tfi chlapci, mohou tam byt bud’ pravé tfi, Ctyfi, anebo pét
chlapcii. Kazdou z téchto mozZnosti feSime tak jako v ptipadé predchozim a vysledky secteme.

Y

Pétic¢lennou skupinu, ve které jsou aspon tfi chlapci, 1ze vytvotit 321 zpilisoby.
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7 ANALYTICKA GEOMETRIE

7.1 ANALYTICKA GEOMETRIE PRIMKY V ROVINE
1) Parametrické rovnice primky
Je-li pfimka p urcena bodem A[al,az] a nenulovym smérovym vektorem E(sl,sz) ,potom pro
vSechny body X[x, y] , které na ptimce lezi, plati:
X=A+t5, teR

x=a;+t.s,

y=a,+t.s,.
Tyto rovnice oznacujeme jako parametrické rovnice pfimky, parametrem je realné ¢islo ¢.
Je-li smérovy vektor 5 = AB, kde body A[al,az], B[bl,bz]néleii pfimce p, pak lze pomoci

parametru ¢ vystihnout t€émito rovnicemi polopiimku, usecku apod.:
a) pro t = 0 dostaneme bod A,
b) pro ¢ =1 dostaneme bod B,

c) pro ¢ €(0,1) se jedna o analytické vyjadieni usecky AB,

d) pro ¢ €(0,0) se jedna o analytické vyjadieni polopiimky AB,

e) pro ¢t € (— ©,0) se jedna o analytické vyjadieni polopiimky opacné poloptimce
AB.

2) Obecna rovnice primky
Obecna rovnice ptimky je ax+by+c =0, kde a,b €R (alesponn jedno z nich je nenulové).

Koeficienty a, b jsou soufadnice tzv. normalového vektoru n (a,b) . Norméalovy vektor pfimky
je vektor kolmy k ptimce p, tzn. je kolmy i k vektoru smérovému s, ktery je v tomto ptipadé

s (b,—a).

3) Smérnicovy tvar rovnice primky
Smérnicovy tvar rovnice piimky je y = kx + g, kde k se nazyva smérnice primky a plati, Ze

k =tgo.
¢ je smérovy uhel ptimky, coz je thel, ktery svird pfimka p s kladnou ¢asti osy x(O << 7'[)

Priklad 1.

Piimka p je dana body A[-3,1], B[2.4].
a) Napiste jeji parametrické rovnice, rovnici obecnou i smernicovou.
b) Zjistéte, zda na této ptimce lezi bod M[I,S] .

11
c) Zjistéte, zda bod N[— 1, ?} lezi na Gisecce AB.

d) Urcete smérovy thel ¢ ptimky p.
Reseni.
a) Smérovy vektor piimky pje s=AB = 5=B-A = 5(5,3).

Parametrické rovnice piimky : X=A+1fs,1 eR.
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x=-3+5¢,
y= 1+3t¢.

Obecnou rovnici dostaneme vyloucenim parametru ¢ (prvni rovnici vynasobime Cislem 3,
druhou ¢islem (- 5) a obé rovnice sedteme.
3x=-9+15¢
—Sy=-5-15t
3x-5y=-14 = 3x-5y+14=0
Obecnou rovnici mizeme ziskat i tak, Ze si vyjadiime normalovy vektor 7 z vektoru
smérového 5, (7l5): 5(53) = 7(3,-5).
Normalovy vektor pak dosadime do obecné rovnice piimky: 3x —5y+c¢= 0.
Koeficient ¢ vypocteme dosazenim bodu A (nebo B) do takto ziskané rovnice:
Aep: 3(-3)-51+c=0 = c=14.
Obecna rovnice piimky je 3x -5y +14 =0.

Smérnicovou rovnici piimky ziskdme z obecné rovnice osamostatnénim proménné y:
3 14
y= 5x+ 5 -
b) Mé-li bod M[1,3] lezet na pfimce p, musi jeho soutadnice vyhovovat rovnici této primky.
Proto soutadnice bodu M dosadime do rovnice piimky (parametrické, obecné ¢i smérnicové).
Dosazenim napt. do obecné rovnice dostaneme: 3.1-5.3 +14= 0,
220 = Megp.

Bod M neleZi na ptimce p.

11
c) Mame-li zjistit, zda bod N[— 1,?} lezi na Gse¢ce AB, musime jeho soutfadnice dosadit do

parametrickych rovnic této pfimky a vyfeSit z obou rovnic parametr ¢. Bude-li parametr
t €(0,1), coz je podminka pro usecku AB, pak bod N této ise¢ce nalezi:

2
-1=-3+5t = t=—
1 bod N je bodem usecky AB.
—= 1+3 = t=—
5 5

Bod N je bodem usecky AB.

d) Smérovy thel ¢ piimky p zjistime ze smérnicového tvaru primky:
.1 = t 3 = 30°58
=—X+ = — = o ! .
y=gx+g fed0) s [0)

Smérovy uhel piimky p je 30°58".
Piiklad 2.

Jsou dany body R[S,l], S[— 2,3], T[2,—1] . Napiste rovnici prochazejici bodem T tak, aby byla
a) rovnobéznd s ptimkou RS, b) kolm4 na ptimku RS.
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Reseni.

a) Ozna¢me hledanou pfimku p. Protoze ptimka p je rovnob&zné s ptimkou RS, maji stejné
smérové vektory, tzn., ze vektor RS je soucasné i1 smérovym vektorem piimky p:
RS=S-R=(-72)=5,.

Ze smérového vektoru ur¢ime pak vektor normalovy:

5,-72) = 1,(27).

Obecna rovnice ptimky p: 2x+7y+c= 0.

Tep: 22+7(=1)+¢c=0 = c¢=3.

Obecna rovnice piimky p je 2x+7y+3=0.

b) Ozna¢me piimku kolmou na pfimku RS a prochazejici bodem T jako g. Protoze g je
kolma na pfimku RS, musi byt jeji normalovy vektor roven smérovému vektoru pfimky RS :

glRS = 7,=RS =mn(-72).
Obecna rovnice ptimky ¢g: —7x+2y+c¢=0,
Teq: —72+2(-1)+c=0 = c=16.
Obecna rovnice pfimky prochézejici bodem T a kolmé na ptimku RS je —7x+2y+16=0.

Polohové vztahy pfimek v roviné

Dvé ptimky p, ¢ v roviné mohou byt totozné, rovnobéZzné (rizné) nebo riznobézné.

a) Totozné primky (p=¢) maji nekonecné¢ mnoho spole¢nych bodu. Jejich normélové (resp.
smérove) vektory jsou na sob¢ zavisle, tj. n, = kn, (resp. 5, = ks, ), k # 0.

b) Rovnobézné primky (rtuzné) nemaji zadny spoleény bod. Jejich normalové (resp.
sméroveé) vektory jsou rovnéz zavislé.

c) Ruznobézné primky maji spole¢ny pravé jeden bod, tzv. prisecik. Jejich normélové
(resp.smérové) vektory jsou nezavislé.

Piiklad 3.

Urcete vzajemnou polohu ptimek p, g, r, jestlize
p:x—y+1=0,
q:y=3x+3,
rrx= 24+t, y=-3+t,t ek

Reseni.
Rovnice vSech tfi pfimek vyjadiime v obecném tvaru.
px—y+1=0
g y=3x+3 = 3Ix-y+3=0
rix= 2+t s—0
- — — =
y=-3+¢ Y
Ptimky p,  maji shodné normélové vektory n (1,—1) , jejich obecné rovnice se 1i$i pouze
v absolutnim ¢lenu, a proto jsou piimky p, » rovnob&zné.

Piimka ¢ ma normalovy vektor ﬁ(3,—1). Tento je snormalovym vektorem piimek p, r
riznobé&zny, takze 1 ptimka ¢ je s pfimkami p, » riznobé&zna.
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Urc¢ime prisecik P, pfimky p s ptimkou gq.

p: x—y+1=0
q:3x—y+3=0
2x+2=0

x=-1 = y=0 = P[-1,0]
Nyni vypocteme prasecik P, ptimky 7 s ptimkou g.

rmx—y—=5=0
q:3x—y+3=0
2x+8=0

x=—4 = y=-9 = P[-49]

Ptimky p, » jsou rovnobé&Zné, pfimka ¢ je s nimi riznobéZnd. Pfislusné priseciky jsou
P] [_ 1,0], Pz[_ 4,_9].

7.2 KUZELOSECKY — KRUZNICE

KruZnice je mnozina vSech boda v roving, které¢ maji od pevného bodu S stejnou vzdalenost »
(S je stied kruznice, r jeji polomér).
Rovnice kruznice:

1) stied S je v pocatku soustavy soufadnic, tj. S[0,0]: x2 4y =t

2) stied S je vbodé S[m,n} (x—m)* + (y - n)z = r?, tzv. sttedova rovnice,

x>+ y* + Ax+ By + C = 0, tzv. obecna rovnice.

Priklad 4.
Napiste obecnou rovnici kruznice, jejimz primérem je useCka AB, kde A[Z,I], B[10,7] .

ReSeni.
Stied S hledané kruznice je sttedem dané Gsecky AB, polomér r kruznice je vzdalenost bod
S, A (resp. S, B):

S_A+B
2

F=ISAl = r=y(2-62+(1-4) =5.

= 9[6,4],

Stiedova rovnice kruznice je (x—6)° + ( y— 4)2 =25.
Odtud ziskdme algebraickou upravou rovnici obecnou.
Obecna rovnice kruznice je x* + y* —12x -8y +27=0.

Piiklad 5.
Urcete vzdalenost bodu M[— 9,3] od stfedu kruznice

a) x4+’ —6x+4y—-23=0,
b) 2x* +2y? —16x+4y+36=0.
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ReSeni.
a) Obecnou rovnici kruznice ptevedeme do stiedového tvaru (tzv. doplnéni na ¢tverec).
X2+ )t —6x+4y-23=0
(2 —6x+9)+()? +4y+4)=23+9+4
(x=32+(y+2)" =36

Dana kruznice ma stied S[3,—2] , polomér r = 6.
Vzdalenost bodu M,S:

IMS| = y/(3+9)> +(=2-3)> = V144125 = 13.

Vzdalenost bodu M od stfedu kruznice & je 13.

b) Rovnici kratime ¢islem 2 a pak obé proménné x, y doplnime na ¢tverec.
2x* +2y* —16x+4y +36=0 /2
x*+y? —8x+2y+18=0
(x* —8x+16)+(y? + 2y +1) = ~18+16+1
(x4 +(y+1)" =1
Tato rovnice v§ak nevyhovuje zadné uspotfadané dvojici [x, y] , protoZe leva strana rovnice je

vzdy nezaporna, prava zapornd. Dana rovnice nebyla tedy rovnici kruznice (ani zadné jiné
ktivky). Nelze stanovit vzdalenost bodu M od stfedu kiivky, kterd neexistuje.

7.3 VZAJEMNA POLOHA PRIMKY A KRUZNICE
Ptimka v roving je

a) secnou kruznice, ma-li s ni dva spole¢né body,

b) tec¢nou kruznice, ma-li s ni jeden spole¢ny bod,

vvvvvv

Priklad 6.
Vypoctéte délku tétivy, kterou vytne pfimka x — y — 1= 0 na kruznici o stiedu S[— 3,—3]
a poloméru » = 5.

Reseni.

Rovnice kruznice je (x+3)’ +(y+3)’ =25.
Z rovnice pfimky vyjadiime y=x-1.
Resime soustavu rovnic dosazovaci metodou:
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(x+3) +(x-1+3)* =25

(x+3)’ +(x+2)" =25

¥ 4+6x+9+x> +4x+4=25
2x* +10x+13=25=

2x* +10x-12=0

x*+5x-6=0

(x—1)x+6)=0

ReSenim je x, =1, x, =—-6. Pfimka je tedy seCnou kruznice. Dopocteme souradnice

»=0;, y,=-7.

Délka tétivy, je pak rovna vzdalenosti bodu P, = [1, 0] abodu P, = [— 6, — 7].

d=|PP|=(-6-1) +(=7-0) =49+49 =98 =72
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